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Анализ углового дискриминатора в одноэтапном алгоритме 
определения угловой ориентации по сигналам СРНС
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| Изложен алгоритм определения угловой ориентации по сигналам спутниковых радионавигационных систем для произвольно
го числа приемных точек и принимаемых сигналов. Для входящего в состав алгоритма дискриминатора получена дискрими
национная характеристика, ее апертура и крутизна. Приведены результаты моделирования, подтверждающие аналитические 
расчеты.
Ключевые слова: спутниковые радионавигационные системы, ГЛОНАСС, GPS, угломерная аппаратура потребителей, одно
этапный алгоритм.

The article describes a vector angular discriminator in a one-stage GNSS-based attitude determination system. Equations that allow 
j calculating the discriminator in the general case, i.e. when receiving an arbitrary number of signals with an arbitrary number of an

tennas, are given. Equations for S-curve, its slope and aperture are also provided. It is shown that the angular discriminator consists 
of a sum of single discriminators. Each single discriminator processes one signal of one receiving antenna each. Results of computer 
simulation are given to verify theoretical results.
Keywords: global navigation satellite system, GLONASS, GPS, attitude determination, one stage algorithm, phase measurements, 
S-curve.

Навигационная аппаратура потребителей (НАП) спутниковых радионавигационных систем (СРНС) 
находит множество применений. Так известно [1], что с помощью СРНС можно определять угловую 
ориентацию объекта. Для этого используются относительные измерения фаз сигналов, принимаемых не
сколькими разнесенными антеннами. Как правило, задача определения ориентации решается в два этапа 
[1, 2]. На первом этапе определяются разности фаз, разрешается фазовая неоднозначность. На втором 
этапе производится расчет параметров, характеризующих ориентацию антенн относительно опорной си
стемы координат. В работе [3] предложен одноэтапный алгоритм, непосредственно формирующий 
оценки углов ориентации по сигналам трех разнесенных антенн. Одноэтапная обработка сигналов поз
воляет повысить точность и помехоустойчивость аппаратуры по сравнению с аппаратурой с двухэтап
ной обработкой [ 1 ].

Ц е л ь  р а б о т ы  -  обобщение алгоритма, приведенного в [3], на произвольное число приемных 
точек и анализ характеристик дискриминаторов углов, --------------------------------------- ---------------------

1 п Покой Поворот по крену
входящих в состав системы. Е *Р R

Постановка задачи

Под углами ориентации объекта будем понимать углы \ /  7 j ^
Эйлера: угол крена г  (roll), угол тангажа р  (pitch), угол yJ * 0
рыскания у  (yaw). Объединим их в вектор а = \гру^ .
Э Т И  УГЛЫ Х а р а к т е р и з у ю т  В ЗаИ М Н уЮ  О рИ еН Т аЦ И Ю  СВ ЯЗаН - Поворот по курсу Поворот по тангажу

ной с объектом системы координат (ССК или PRY) и £ Р
некоторой опорной системы координат (ОСК), напри- 
мер, топоцентрической системы координат (ТЦСК или
NED) (рис. 1). \ У 0 \

Пусть на объекте размещено М  приемных антенн, r l 'p
первая из которых находится в начале ССК. Координа- I______________________________ I_________
ТЫ остальных приемных точек В ССК известны И зада- Рис. 1. Ориентации углов крена, тангажа и рыскания
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хнг не ются радиус-векторами 1„ск, т = 2,М  (рис. 2). Радиус-векторы
*ср О " ____

z ock ! ImCK’ т = 2, М  задают базы угломерного устройства.
I I

1«.х Каждая антенна принимает радиосигналы N  навигацион-
2сект | . К  , ______ ных спутников (НС). Опишем направление на каждый спутник

в ОСК через вектор направляющих косинусов
оск X v f y  '  -  I 1т —
1   С-Ж'ХХХу к”=П>" к>’-п =

ССА к к = Z «zZ  к X b z L  m
/    /  0 , 1- ^  У  х >п П  ? У ’п D  ’  г , 5 ^ /<х:аг у' \ / У х 1оск л„ л„ Кп

/  +х < ск где хп, z„ -  координаты «-го спутника; R„ -  дальность до «-го
X  спутника; х , у , г -  координаты объекта в ОСК.

х °ск___________________________  Координаты радиус-векторов приемных точек из ССК пе-
Рис. 2. Геометрия задачи ресчитываются в ОСК при помощи матрицы преобразования

координат I°CK(a) = u£££(a)l£CK, т = 2 ,М , где (а)
определяется как 

cos(y) -sin(>>) 0 cos(p) 0 sin(p) 1 0  0
и с ск (а ) = sin (-y) cos (у) 0 - 0 1 0 - 0  cos(r) -s in (r)  . (2 )

0 0 1 -s in (/j)  0  cos(р )  0 sin(r) cos(r)

Из-за пространственного разнесения антенн радионавигационные сигналы в приемных точках 2 ...М  
имеют фазовый сдвиг относительно первой приемной антенны, равный

— < # ? » .  О )

где X -  длина волны навигационного радиосигнала.
Модель радиосигнала «-го НС для /и-й антенны запишем в виде [1]

/ V
t

S m<n ( l kJ ) =  АКк.п ( h , l  ~  ?т,п ) C0S ®0.А,/ + J  (^Д.« +  %,т,п X  +  ^HC.n + <Ро,п + ¥т,п («* ) » (4)

l0 J

где А -  амплитуда сигнала; со0 -  несущая частота сигнала; haK(t) -  функция модуляции дальномерным 
кодом; /ад -  допплеровская частота сигнала, обусловленная поступательным движением НАП-НС; 0нс -  
символ навигационного сообщения; <ро -  начальная фаза сигнала; cov -  допплеровский сдвиг частоты, 
обусловленный вращательным движением; 4,/ = 4 + ITd, 4  = 4-i + Т, T = LTd.

Изменение углов ориентации а описывается диффузионным дискретным марковским случайным 
процессом

1 0 0
Х/i = FXi4  + G%ak_x, F = ^ ^ , G = ® , I = 0  1 0,  (5)

0 0 1

где вектор состояния имеет вид

Xk = “ k . (6)
^а ,к

Сигналы навигационных спутников наблюдаются на фоне аддитивных дискретных белых гауссов
ских шумов (АДБГШ)
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Найдем квазиоптимальную по критерию минимума среднеквадратической ошибки оценивания си
стему фильтрации вектора a(t) по наблюдениям (7) и проведем анализ ее дискриминаторов.

Алгоритм фильтрации углов

Уравнения квазиоптимальной (в гауссовском приближении) фильтрации вектора состояния для дис
кретного времени [3] имеют следующий вид:

X* = X, + DX k ■ , X, = FX*-i, (8)
V J

Dx,*=FDx,*_,FT+GD%GT, , (9)
v  J

где Xk -  оценка вектора состояния; X* -  экстраполяция вектора состояния; DX i -  матрица дисперсий 

ошибок фильтрации; DX)t -  матрица дисперсий ошибок экстраполяции; Fk ( x k} -  логарифм функции

правдоподобия обрабатываемых наблюдений.
Введем вектор разностей фаз

Т |Т

¥  = K i  ••• ¥ 2 ,n ••• Ум, 1 ••• Ум,м\ = V 2 ••• • (10)

Введем матрицу с, такую, что а = сХ. Рассмотрим производную ----- -—- ,  определяющую угловой
0Х

дискриминатор:

8Fk ( x k) а ^ ( у ( « 0 ) а у ( а ) дд _ 9 ^ (у ( « , ) ) Э у ( « ) с (П )
ЙХ йу да дХ й\|/ да

Первый сомножитель в (11) определяет вектор дискриминаторов разностей фаз (ДРФ) (10) по сиг
налам всех видимых НС. Синтез и анализ ДРФ проведен, например, в [5]:

Второй сомножитель —  запишем в виде блочной матрицы 
йа

дУ'гд д¥м,\
_ да да ,  йа
2 * .  : > r a e S b = ; '* b L = : . (13)

! йа йа йа
дУм dy/2,N <>Ум,к

йа йа йа

Рассмотрим производную разности фаз (3) по вектору углов ориентации

сск (14)

да Л да 
Введем матрицу М (размером N* 3) направляющих косинусов

пр '"р Т
M = k f  к |  ... k l  . (15)

f
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Тогда с учетом (14) и (15) производную (13) можно записать как

M f u S W i ? *„ 6а
... . (16)

да А

С учетом (12) и (16) имеем

дхГ ~  = с  <17)
V J

где и„д -  дискриминатор углов ориентации для М  приемных точек при приеме сигналов N  спутников:

(*)!?“ Т
V i ' Y  ••• “ »,*■ <18)

м | - и ““ ( а ) 1 Г

Аналогичное выражение для трех приемных точек получено в [3].

Анализ углового дискриминатора

Рассмотрим подробнее множители выражения (18). Вектор дискриминаторов разностей фаз содержит 
компоненты для каждой базы и каждого спутника:

I 1т
**«|( ~  у*у/2,\ "  My/2,N ”  Uy/M ,N \  • 0 ^ )

3 3
Рассмотрим т-ю строку М — (®)*тСК = М — I°CK (®) второго сомножителя в (18):

6а 6а

| е к(ч £ ц ? т  !«?(•)

£•!“ (•)-££?(«) т
— /°ХК (а) - / ^ к (а) - 7 ° сгк (а)
dr m’z к ’ др ’ к ’ ду ’ w

Произведение М — 1°ск (а) вычисляется по формуле 
6а

K fJ O )
M ^ C * ( S ) =  -  -  -  . (21)

да
k l A t f X ( a )  к 1 | е К(й)

В каждом столбце матрицы (21) рассчитывается значение частной производной радиус-вектора ан
тенны 1°ск по одному из углов ориентации в точке экстраполяции, формируемой следящей системой. 
Запишем выражения для производных по углу крена, тангажа и рыскания:
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( -SySr -  CySpCr) IyCK -  (SyCr -  CySpSr)lf GK 

Lr>ffi(a) = |- I ^ CK(a)=  (C ySr-SySpC r)tfCK+(CyCr + SySpSr)riCK ,

Г -CpCrIyGK +CpSrriCK

- C y S p lfK + CyCpSrIyCK + CyCpCrIcz CK 

Lp.m («) = - f l° mCK («) = ~ S y S p lfK + S y C p S r l^  + S y C p C r l^  , (22)

P -CpIxQK -  SpSrIyCK -  SPC r l f K

-SyCp/CyCK - (CyCr + SySpSr)IyCK +(CySr- SySpCr)lz CK 

j L ^ a )  = | - I ° CK(a) = С > ( ^ к - ( ^ С г - О ф ^ ) 7 ^ с к + ( ^ 5 г - О ф С г ) / |ск ,
j 0

где обозначено Cy = cos(y), Sy = sin(y), Cp = cos(p ) , >Sy = s in (y ) , Cr = cos(r), Sr = sin (r).
Подставим (19), (21), (22) в выражение (18), определяющее векторный угловой дискриминатор, и 

выполним транспонирование:
*V,2,1

^7^,2 (®) ••• ••• ... k^Lr A/(a) :

«а,* =  - f  k J h p,2 ( « )  ••• k l ^ p , 2  ( а )  -  к 1 ^ р , М  ( « )  -  k ^ L p,M ( « )  \ , 2 , N  =

j k jrIJy,2(®) — k ArIJr,2(“ ) ••• kjLyM  (®) — к Л,̂ у,Л/ (®)
\ m ,N

M  N  ~ M  N

Z Z f k "L^ (6)M^ nm=2 n=1 m=2 n=1
M  N  r. M  N

= Z Z f k ”L^ (6)M^ m’n = Z Z v » . »  ’ (23)/77=2 77=1 777=2 77=1
M  N  ~ M  N

777=2 77=1 777=2 77=1
где

W7%/72,72 “  Д k/Ar,m (®)*V,m,n9 /̂7,777,72 д  ^йЦ,7И (® )^ Д П ’ у̂,ГП,П ~  д  7̂7̂ ,̂777 (®)^V,m,n (^4)

-  дискриминаторы углов крена, тангажа и рыскания соответственно для сигнала п-то спутника на т-й 
базе.

Таким образом, одноэтапный алгоритм фильтрации угловой ориентации использует три дискрими
натора -  крена, тангажа и рыскания. Каждый из них является суммой частных дискриминаторов соот
ветствующих углов для каждой базы и каждого спутника:

М  N  М  N  j

«Г ~   ̂1 У Л .77, 77 /1 7̂7̂ Г.7?7 (^О^У.ПЦ! ?
/77=2 77=1 777=2 77=1
М  iV М  N  ?

" , = Z 2 X » , = Z Z T k *L" ,. <25>
777=2 72=1 772=2 72=1

м  N М N 2п
Uy  ”  Т Т ^ У.772 . 72 ““ /^1^1 А 7̂2̂ У.772 (® )М̂,Ш,П*

772=2 72=1 722=2 /2=1

Выражения (25) могут быть легко обобщены на случай сигналов с частотным разделением или сиг
налов различных частотных диапазонов -  достаточно произвести замену А -> Хп.
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Дискриминационная характеристика углового дискриминатора

При анализе помехоустойчивости и реализации следящих систем в НАП требуется знать такие характе
ристики дискриминаторов, как апертуру дискриминационной характеристики (ДХ) и крутизну дискри
минационной характеристики (ДХ) [4].

Рассмотрим дискриминационную характеристику углового дискриминатора (23)
М  N

т=2 п- 1

М  N

и „ (а ;а )  = Е[ивД.]=  ] £ £ е [«р^ п] ,  (26)
т =2 п- 1

М  N

Z IX -w ]
т - 2  п- 1

где символом Е[ ] обозначена операция взятия математического ожидания. i
Общая дискриминационная характеристика для дискриминатора угла крена, тангажа или рыскания 

является суммой дискриминационных характеристик частных дискриминаторов (24).
Например, для ДХ частных дискриминаторов угла крена (roll)

2 2/i~
U г,т,п  (*% — ~  ^  ^ п ^ г , т  ~  ^  Р )  ~~У^т,п ( ® ) ) ?  ( ^ Т )

(  АЬЛ2где использована ДХ дискриминатора разности фаз (ДРФ) [5]: Е[и%т̂ \ = 5^sin[^/w,„(a) -  w„(a)], S¥ = —
V 2 J

-  крутизна ДХ ДРФ; у/т̂п (г9р ,у ), у/т п (а) -  разности фаз, рассчитываемые по выражению (3).

ДХ для дискриминатора угла крена равна
М  N  М  N  j

т - 2  п- 1 т - 2  п- 1

Аналогично получаем ДХ для дискриминаторов угла тангажа и рыскания соответственно:
М  N  М  Ы 2 п

т - 2  п=1 т - 2  п= 1

м  N  м  N  2  П

и у (у> ®) = 2  X  и У'т’“ &  ®) = 2  2 ~ г к ":Ly’m sin [¥т'п ~ ¥т’п ^
т - 2  п- 1 т - 2  п- 1

Крутизна дискриминационной характеристики

Крутизна дискриминационной характеристики определяется как сумма отдельных крутизн для ДХ част
ных дискриминаторов для т-й приемной антенны и и-го спутника. Крутизну дискриминационной харак
теристики (27) можно представить в виде

S r . m , n = J ; U r , m . « ( ' ' ; a )  _ =  =  ( k » L r,m ( « ) f  • ( 3 1 )

Тогда крутизна ДХ (28) будет вычисляться как
М Ы  М Ы  ,

s , “Z Z ItI Mk”L'.«(s)) • (32)
т=2 п=1 т -2  я = Л  '

Аналогично получаются выражения для крутизны ДХ дискриминатора тангажа и рыскания:

1
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М  N  М  N  /  ~ \ 2  - М  N  М  N  \  2 -

s,.=EEsp-.=EE(f) MkX«w). s,-Z E s>~=ZE(t ) A A -W ) ■ <33>
m -2 n=1 /w=2 «=1 ^  '  m=2 n- 1 m -2 n=1 ^  '

Покажем, что с возрастанием крутизны частного дискриминатора уменьшается дисперсия его экви
валентных наблюдений. Воспользуемся статистическим эквивалентом ДРФ [5]

*V,m,n = ^ { s in [ ^ m>B( a ) - ^ Mi„(a)] + /^ } , (34)

i / i V
где п ~ N  0, --------- 1 + ---------  -  шумы эквивалентных наблюдений разности фаз; qci„o -  отношение

Чс/пО^У 2qcln0T )_
сигнал/шум. Тогда выражение для любого из частных дискриминаторов (24) представляется в виде

âr,m,n — yj^a^y/ (®) ~У̂ т,п (®)) ’ (33)

откуда шумы эквивалентных наблюдений угла ориентации

Па,т,п = ~----- --------- = (36)
а V а

имеют дисперсию, обратно пропорциональную крутизне частного дискриминатора

Damn= — —— fl +   ]• (37) I Ж* ~ "
’ Чс/поА 2qc/n0T )  1 О *  /

Шумы наблюдений общих дискриминаторов уг- 2. д Ш
лов (25) образуются как взвешенная сумма коррели- \ \  ¥
рованных между собой наблюдений (36). \ \ зогр Ф\  / \ \

Результаты моделирования D ° \  д X / f  \  \

Вначале для простоты и наглядности рассмотрим -1v  а \  \
«плоскую» задачу, когда одна базовая линия враща- W  л[г*-^ \
ется в плоскости NOD (изменяется только угол тан- 2 /  э° ф у
гажа), и в той же плоскости лежит линия визирования А  » т ;( '"60 гр
единственного спутника. Расстояние между антенна- ’-5 -4 -з -2 -1 о 1 г з 4 5
ми 1,5 м, длина волны 19 см. В таком случае ха- I----------------------------------------------------------------
рактеристики дискриминатора определяются углом Рис* Графическое представление дискриминационных

Г „ характеристик для нескольких значений угла тангажамежду радиус-вектором базовой линии и линиеи ви
зирования на спутник. На рис. 3 представлены ДХ и | ЁГк/
прямые вида y  = S ^ ( p - р)  для нескольких значений 2 - " / ~"г_

этого угла. Отметим, что различное взаимное распо- 15 / \
ложение базовой линии и НС приводит к разной 1 / \  I \  / \
апертуре и крутизне ДХ. Так, когда базовая линия и os /  \  /  \  /  \
линия визирования НС практически коллинеарны, Д  /  \ / \  /  V
крутизна ДХ стремится к нулю -  малое изменение -os \  /  \  / \  /
ориентации практически не находит отклика в изме- \  I \ / \  /
нении разности фаз. Следовательно, вклад такого \  /  i—* ‘ -1

1 с \  /   Модель
частного дискриминатора В общую сумму будет \J[  Теор. расчет
наименьшим, а шумы его эквивалентных наблюдений .2| . ; . , .|j~---y=s8« |
-максимальны. ’20 ’15 40 '5 5а° 5 10 15 20

Проведено статистическое моделирование, под- . ,„ Рис. 4. Графическое представление дискриминационной
тверждающее верность полученных выражении для характеристики, полученной в результате статистиче-
ДХ (28), (29), (30) и крутизны (32), (33) (рис. 4). ского моделирования

! Т|
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В общем случае характеристики углового дискриминатора зависят от взаимного расположения 
приемных антенн, НС и ОСК. Выражение для ДХ частного дискриминатора (24) было рассчитано на ПК 
для большого числа (10000) всевозможных случайных ориентаций базовой линии в трехмерном про
странстве. Орт направления на спутник при этом фиксирован. Длина волны X ~ 19 см. На рис. 5 на один 
график нанесены нормированные на крутизну ДХ для длины базовой линии 1 м и 2 м соответственно.
Более темный цвет соответствует большей плотности реализаций. На рис. 6 приведены совместные рас
пределения крутизны ДХ и ширины их апертур. В большинстве случаев большая крутизна соответству
ет меньшей апертуре дискриминационной характеристики.

Полный дискриминатор угла ориентации является суммой отдельных частных дискриминаторов. В 
типичных практических приложениях можно ожидать сложения нескольких десятков частных дискри
минаторов, при этом основной вклад будут вносить дискриминаторы с большей крутизной. Как следует 
из распределений на рис. 6, большой крутизне соответствуют апертуры шириной 10...30° при длине ба
зы 1 м и 5... 15° при длине базы 2 м, которые и определяет ширину апертуры полного дискриминатора.

На рис. 7 нанесены нормированные на крутизну ДХ полного дискриминатора угла тангажа для 10000 
всевозможных случайных ориентаций антенной системы из трех антенн. Антенны расположены в верши
нах правильного треугольника с длиной ребра 1 м. Принимаются сигналы восьми видимых НС. Взаимное 
распределение крутизны и ширины апертуры представлено на рис. 8, из графика следует сохранение об
ратного тренда между крутизной и шириной апертуры. На рис. 9 представлена гистограмма ширины апер
туры ДХ. Минимальное значение ширины апертуры в выборке составляет 13°, максимальное -90°. В ин
тервале от 13 до 32° содержится 95% реализаций, что соответствует прогнозам, полученным выше при 
анализе характеристик частных дискриминаторов. При увеличении длины базы до двух метров характер 
зависимостей сохраняется, 95%-й реализаций ширины апертуры находится в интервале от 7 до 16°.

I од,— .— .— —̂ -— и— г   —  | ( ^  : I
6 ----------П--------- Г----------г — ■■ ,-  ,--------- ,

0 1 5 . I База 1 м

-0 .15 - • ’
База 1 м

-15 -10 -5 0 5 10 15 20 0 10 20 30 40 50 60 70 80
6а, ° Апертура,0

а) а)
0 2 ---------- , , --------- Т--------- г--------- ,--------- -Г--------- т----------1 х 10е________________    ̂ __

q 1 5 _ j База 2 м

2-  j - 1
01 ~ ч !

-0 .1 - - \
/ 0.5 \  j

/ -0 .15- - X
Б аза  2 м

’° ‘̂ 0  -15 -10 -5 0 5 10 15 20 0 10 20 30 40 50 60 ~70 80
5 а ,0 Апертура,0

б)____________________________________________  6)___________

Рис. 5. ДХ для длины базовой линии 1 м (а) и 2 м (б) Рис. 6 . Графики распределения крутизны ДХ и ширины
их апертур для длины базовой линии 1 м (а) и 2  м (б)
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I 0 2| ........................................................~  I I X Ю8
0.15- - 5 ,5 - I База 1 м

о.1 • 1 5‘ I
j L .  4.5- &

0.051- j f l k  4 X

' l  \
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-0.15 • - ^
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__________________________________________________________________________________   Апертура,0

Рис.7. ДХ полного дискриминатора угла тангажа для си- Рис. 8. Взаимное распределение крутизны и ширины
стемы из трех антенн апертуры

•  Рассмотрен алгоритм оценивания углов ориен- — 2Q00 ' , ' , ' .   — ......................... .— --
тации объекта по сигналам СРНС и входящие в ieoo ■ ■ База 1 м
его состав дискриминаторы углов крена, танга- 1боо I I
жа и рыскания. Представлены выражения, поз- 1400 - Ц
воляющие рассчитать отклик дискриминатора в 1200 - И
общем случае, т.е. при приеме произвольного 1000 И
числа сигналов произвольным числом антенн. eoo
Получены аналитические выражения для дис- 600
криминационной характеристики и ее крутиз- 400
ны. Показано, что угловой дискриминатор со- 200

I СТОИТ ИЗ суммы частных дискриминаторов, % 20 ЗО 40 50 60 70 80 90
I каждый ИЗ которых осуществляет обработку--- I------------------------------ Апертура,-----------------------------
! для одной базы и одного навигационного спут- Рис‘ 9‘ ГистогРамма ширины апертуры ДХ
I ника. Доказана обратная зависимость между

дисперсией шумов эквивалентных наблюдений
углов ориентации и крутизной дискриминационной характеристики. Представлены результаты мо
делирования. Показано, что для трехантенной угломерной системы ширина апертуры дискримина- 

| ционной характеристики в 95% случаев лежит в диапазоне от 13° до 32° при длине базы 1'м, от 7°
j до 16° при длине базы 2 м.
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Receivers of global satellite navigation systems (GNSS) can be found in different aspects of life. GNSS signals are known to be able to 
provide attitude determination of an object. The task of attitude determination is often solved in two stages. Phase measurements 
and phase ambiguity resolution are made at first stage. The second stage is the calculation of the parameters characterizing the ori
entation of the antennas relative to the reference coordinate system. One-stage signal processing can improve the accuracy and in
terference immunity of the equipment compared to equipment with two-stage processing. The article describes the vector angular 
discriminator in a one-stage GNSS-based attitude determination system. Equations that allow calculating the discriminator in the gen
eral case, i.e. when receiving an arbitrary number of signals with an arbitrary number of antennas, are given. Equations for S-curve, 
its slope and aperture are also provided. It is shown that the angular discriminator consists of the sum of single discriminators, pro
cessing one signal of one receiving antenna each. The results of computer simulation are given to verify theoretical results.
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